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3 in Folgenden erlaube ich mir einige Untersuchungen vorzulegen, die ich heim 
Studium einer Reihe von Hillen näher bezeichneten Abhandlungen meines Vaters, die in 
den Sitzungsberichten der Berliner Akademie der Wissenschaften veröffentlicht sind, an- 
gestellt habe. Ich habe versucht, die 1 >arstcllung dieser Untersuchungen so zu geben, 
dass sie auch für solche Leser vorständlich werden, welche sich nicht genauer mit der 
Theorie der linearen Differentialgleichungen beschäftigt haben. Von diesem Bestrehen 
geleitet, habe ich in / einige elementare Sätze aus dieser Theorie, welche für das Ver- 
ständnis des Nachfolgenden von Wichtigkeit sind, ohne Beweis angeführt und dabei auf 
die betreffende Litteratur verwiesen. Diese Litteratur ist übrigens ausführlich behandelt in 
dem „Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen" von Herrn Ludwig 
Schlesinger (Leipzig. B. G. Teubner, Bd. I 1895, Bd. 11 1 1897. Bd. 11 1 1898i. Ich ver- 
weise ferner auch auf die „Einleitung in die Theorie der linearen Differentialgleichungen mit 
einer unabhängigen Variablen-' von Herrn Lothar Heffter (Leipzig, B. (j. Teubner, 1894). 



L 

Wir beschäftigen uns mit einer linearen homogenen Differentialgleichung 
(», („-II (,,-2) 

(I) // y,// /',, // Vp n y = "-< 

die oberen Aceente sollen hier wie im Folgenden stets Ableitungen nach der unabhängigen 

a 

Variablen ..' also i/ a> ' f bedeuten. 

Wir wollen zunächst annehmen, dass die ( 'oefficienten /> r />.,, , p ( eindeutige 

Functionen der einen unabhängigen Variablen ,r sind. In den Elementen der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen*) wird gezeigt, dass sich stets » Integrale der (ileichung ( .1.) 
Uyi II)* ' .'/„ finden lassen von der Art, dass zwischen ihnen keine Relation der Form 

I ''I 2 * 2 » u i> 

wo i' v i\ 2 , ■ • ., r n von ,r unabhängig sind, besteht; oder, was dasselbe besagt, dass die 
Determinanto 

•) Vvfl «Ii«» Alihiindluntf meines Vaters, Crelles .Journal B<1. tiß MSM) No 2, welche vorher im 
Wesentlichen im „Programm «Irr städtischen (iewi'rt>eschnl<? in Berlin, n.stein IHM."!-, erschienen ist. 
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Vi 9 n 



<»-l) in 1) (n—l) 



nicht identisch für jeden Wert von ,r verschwindet. 

Hin solches System von Integralen der Gleichung (J.) wird ein Fundamental- 
sy stein genannt. 

Wenn die unabhängige Variable .r irgend einen <reschlossenen Weg in ihrer Kbene 

beschreibt, so tmiss im allgemeinen angenommen werden, dass nach Vollendung dieses 

„Umlaufes- ti , */,, • // nicht ihre ursprünglichen Werte wiedererhalten, sondern 
' i * j * it ■ 

in andere Werte, die wir mit y l , //.,. . y n bezeichnen wollen, übergehen. Die Theorie 
der linearen Differentialgleichungen lehrt dann, dass dieses neue System aus dem alten 
durch eine lineare Substitution hervorgeht, d.h.. dass ein System linearer Gleichungen 
besteht 



(/•) 



= c 



1 1 



12^2 



• -f- c y 



ii l-'l ii 2 2 ii ii 

wo die r ;j[ . von .f unabhängige Grössen, also ('(instanten bedeuten*). I>ie Gesamtheit der 

Substitutionen der Form ( /.) für alle Umläufe der Variablen ,v wird die Substitutionsgruppe 
der Gleichung (.1.) genannt. 

Wir brauchen für das Folgende noch eine Betrachtung aus der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen. Mildet man in der Determinante J, Gleichung (f.), zu jedem (Miede 
die Unterdeterminante in— D Ur Ordnung, die sogenannte Adjuncte, d. h. die Ausdrücke 



(D.) u 



_<-!) 



(fl = 0. t. 



ip = ■• ■ ■ ■ . J* -IV 
U =-- 1. 2. - , « ' 



•'I 

I 

.'/, 



ß 1) 1,5 — 1 > 



I,T Ii 1,1 -II 



(«-11 (» I) 



■'4 ' 1 !, k I 



o»+i) o»+D ; i) 



Ii. -11 (n Ii (n-\) 

'h- 1 1 



*l V|fl. a. n . O. \o. .1 r.K>ichmi*en (3). 
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so erleidet das System »'^ r "j 0 • ■• •• >' ilt bei dein vorhin betrachteten Umlaufe von .t; 
ebenfalls eine lineare Substitution 

II 



12.) 



,Jii n I ,J I •- 2 ,r 2 



^„ii 'V 



und zwar ist C.^ die Adjunde von r jk in der I »eterminante 



''l i r i 2 • ''l 



2 1 22 



«t 1 « 2 



2« 



Von besonderem Interesse sind die Crossen 



= u 



n-1 1» ~2 M-l 2 



.T — t* 



welche ein Fundamentalsystem von Integralen der sogenannten adjungicrteu Differential- 
gleichung von (.1.) 



i (» •- I) in 21 . n 

z -U> x z) (r 3 :) M-l) P n t^0 



bilden*). Zwischen den «flössen i/ k und n. k bestehen, wie die Theorie der I »eterminanten 
lehrt**), die (lleiehungen 



(*) 



2j !, k ",H °- W( ' ,,n ^ 1 



X 1 



2 'v* 1 : 



und ebenso zwischen r. , und f. , : 



>u t 



•) V»rl. Frol>eniu>. (Ycllcs .tournal Bd. "7 IH74 S. 24."» IT. 
••) Vtfl. i-lwa Hall/er, I>..|.-i minann-n. Aufl S H. 2 
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Zur Erläuterung wollen wir als Beispiel die folgende lineare I »illerentialgleiehnng heran- 

H 



twhen ig <U\>/ " H v'' // 4 v' 1 // , 2rt s'' .'/ 0 » 

wo ^ • (.'•• k ) (.r /•„) (•'• k, % ) (.»• — /.- 4 ), (A- , /.•.,. /. - . r /.' 4 Constanten). Ks ist dies die- 
jenige Ditrerential-ileiehung, welelier die Teriodicitatsinoduln des hyptMolliptiscluTi Integrals 

f dz 

wo yU) U ■' i i: k ) (: k k) ) (: (; — k ) *i, «rennten. 

Besehreibt die unabhängige Variable ,r zum Beispiel einen geschlossenen Weg, 
welcher den Tunkt /.^ einschliesst . die Tunkte /.„ /.\ t A' 4 aber nicht, so erleidet das Kun- 

danientalsysteni i/ r //.,. t/ y wo 



die folgende lineare Substitution**) 



Iiier ist z. B. 



u 



3 1 



- 1 
J 



>J 1 



*1 



",j3 



.'A> ~ - //| : </ 2 - 




//;,=" -'//, 




// 4 ^ .'/, ; //, . 




// 2 .'/;. .'/, 




Jf£ ^ 


• 


W « »* 

.'/ 2 .'/., // 4 




\>rni 






- 2 « 


"ß* 


• 




» 



Entsprechend den f Jleiehunyen (4.) ist 



Ii Ii 



•t- « 



1 2 I 2 



,*4 • 



2 1 ''t:! r 'i:t ! '*I4 r !4 1 ' 



da 

aber z. B 



II II 1 ' ' 1 2 I :t I 4 ~ U ' 



C ll'ai '"l2^22 ''l 3 r 2:i } ' r i4 r 24~° 
rullunjr meines Y.-iteis. Crelle* .J.mrnat Bil. 71 S. II!), 
11». 

' Vjrl. ili.. an-.-.-l.e.ie Arl.rit meines Vaters, Sk ,1. Ak 1KS!» S. 714 < ileiel.m.tfen (3). 



'I V-l. ,|ie Al.li.in.llutig meines Y.-iteis. Crelle* .J.mrnat Bil. 71 S. ll'.l, und Sitziinjrsl.criehte der 
Berliner Akmloinie 1>W1I S, 113. 
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II. 

Wir wollfi) nunmehr annehmen, dass die ( 'ocf'ficientcn der 1 »ifferentialgleichung (. I.) / 
ausser von r noch von einer anderen unabhängigen Variablen /. die wir di u Parameter 
nennen wollen, eindeutig abhängen. In dem in / angegebenen Heispiel bänden die 
Cocfhcientcu der Differentialgleichung /.. H. alle von der (Wusse /. ( ab: wir können uns 
also liier Ä- ( als variabel denken und als Parameter auseben. 

In einer I'eihc von Abhandlungen , welebe in den Sitzungsberichten der Perliner 
Akademie (1SKS S. lllö und S. Il>7;{; ISN» S. 7P5; IS'HI S. 21: W'2 S. 1Ö7; lS'.i:', S. '.»7."): 
1HK4 S. 1117: IS'.tö S. iMiö; 1S*)7 S. Iii IS; IS*IS S. 477» veröffentlicht sind, hat mein Vater 
untersiiebt. in welcher Weise die Integrale der < Weichling (.1.) von einem solehen 
Parameter abhängen. Insbesondere bat er daselbst solche I »ifferenlialgleichungen unter- 
sucht, für die sich ein Ftmdamentalsvstem */ //.,.■•■ , ;f u so rinden lasst, dass die (Vlfi- 
cienten v jk der Suhstitutionsgruppe / (/.) sämtlich von dem Parameter / unabhängig 
werden und hat die notwendige und hinreichende Bedingung für diese rnabhängigkeit 
aufgestellt. Wir wollen diese Bedingung zunächst auf etwas andere Weise noch einmal 
herleiten. 

Wir definieren zu diesem Zwecke*), wenn // p .>/.,,••• , .y ( da.s Fundamentalsystem 
ist, für welches die < oelficienten r jk der Siibstitutionsgruppe von t unabhängig sind, 
71 Grossen J) 0[1 D Q0 , D {Ui j durch das System von n Gleichungen 

''.'/,• , -11 

und bilden dann, indem wir die Gleichung (/.) >i- 1 mal nach difTcrentiicren und immer 

Ableitungen höherer als oi — l)'"' Ordnung mittels (J.) 

i») i» l) 
.V ^ - P l II P u U 

eliminieren, das folgende System 

,«> 

Das Bildungsgesetz, nach welchem die Grössen t - aus den Grössen . } 

hervorgehen, drückt sich dann in dem folgenden System von (.Weichlingen aus 
,)/) . 

"' 5 i> . 1) . für « n -2 



(.V.) 



wo die Grössen /> . mit einem negativen Index durch Null zu ersetzen sind.**) 



') St.. 1S8S S. 127* \'o. 11 <;iri<-huii«r (LM. 

"I \V1. tlio Abhandlung L. Flieh« Sh. IM* S. 224 Olotohuntfon F. F'. 



Löst man die ( lleichungen (?.) für / — 1, 2, • • , n nach 7^ 0 . 79^, - • • , 7^ t l 

als Unbekannten mit 1 Mt-rminanten auf, so enriebt sich mit Benutzung der in (D.) 7 ein- 
geführten Bezeichnun<rs\veise 

t («0 

V'' '/ 
7, • 

i = I 

Wir wollen nun beweisen, dass die Grössen 7^ ? unter der über r.^ gemachten 
Voraussetzung eindeutige Functionen von / sein müssen. 

Zufolge (/.) / ist. wenn man die «'" Ableitung naeb ,r bildet, da die c.^ von X 
unabhängig sind, 

i«) ("i «/i <*) 

also 

<«) («) («) («) 

(5.) rt -''; ' J ^> "•''„ 

*t ''.i 0/ : ''.-2 i ■ • ' ' '';„ , H 

1 ,w *m d/ -'2 ^ ' 

Benutzt man ferner die Gleichungen (4M /, so ergiebt sieh 



N 



oder I) ^ s ii '■ \ y Ii. ii. . 

1 l. ;i \ 

Hierbei bedeutet e. -. V r. . C und r, = N 1 / ^ r. 

i^-l i-.i 

Nun ist aber zufolge (•/.) / f; = 0, wenn /.{.,« und e^ — 1. Also erhält man. wenn 



gesetzt wird. 



uiginzeo 



by Google 



■ I 

also 

'> k 

Da nach unserer Annahme dir r. von f unabhängig sind, also ' 0 ist, so ergiebt 
sieh y. t 0 und somit . - (). d. Ii. für jeden Umlauf von .»■ 

Daraus folgt also, dass dir . eindeutige Functionen von ,r sind. 

Umgekehrt erpicht sich, wenn die I) ^ eindeutige Functionen von sind, aus (7.) 

(ä) /•; . o o/, ,? <», i. • , v - 1) . 

Die < lleichungen (0) können, wenn man 



HO.) 



"S, '>! 



setzt, geschrieben werden 

■ • « • • • 4 • 

(»-!) (» 1, (,, i> 

l >i Vi + Wa 1 '>„*. =°« 

Da aber in dii'sem System linearer (lleichungen für r. ( , v yt , r. ( als Unbekannte 
die Determinante J nicht verschwindet, weil ja ;/ ( . //.,, ,// ( ein Fundamcntalsystem 

waren, so ergiebt sich aus der Theorie der linearen «ilciehungen 

Wiederholt man mit Hcnutzung von ( 10.) die eben gemachte Schlußfolgerung noch einmal. 

so ergiebt sich y ■ tl " »n ( ' hieraus wieder ^ II, (i . k — 1 . 2. • • •, n) 

weil weder die Determinante | h.^ | noch die Determinante | r.^ | und also auch | U^ | 

«.deich Null sein kann. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die lineare 
Differentialgleichung (.1.) eine von dem Parameter t unabhängige Sub- 
stitutionsgruppe besitzt, ist die. dass für ein Kundamenta Isvstem die 
Ulcichungen erfüllt sind: 
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10 

wo , . iL , eindeutige Functionen von ,r sind. (Vgl. die Abhund- 

(I 0 IM Uni 

hing meines Vaters a. a. <) No. 11 und 12.) 

Wenn die Cocfficienten von (.1.) rationale Functionen sind und die Integrale dieser 
Gleichung an keiner Stelle der .c-Kbene von unendlicher hober < >rdmmg unendlich werden, 
wenn die Gleichung (A.) also der sogenannten Fuchs'schen (Masse angeln irt, werden die 
(Müssen D t . rationale Functionen von .»• l'nser Beispiel gehört (vgl. die Arbeit meines 
Vaters, ( 'rclles Journal Bd. 71) dieser Klasse an. I >ie SubstitutiotiMnuppe hat lauter ganz- 
zahlige Coetficienten (1 oder \ "Jt, ist also vom l'arameter /• unabhängig. In der That 
lassen sich hier vier rationale Functionen von r I^ (r - '"Vi - 'Vf so :in - , '' )l ' n - ( ' HSS 
die ( ileichnngen erfüllt sind 



III. 

Wir gehen nunmehr genauer auf die Bedeutung der (J rossen 

die in (7.) II aufgetreten sind, ein. 

Man differentiiert bekanntlich*) eine aus Functionen von .r gebildete Determinante, 
indem man eine Zeile nach der anderen nach * differentiiert und dabei die übrigen Zeilen 
immer unverändert lässt. Wendet man dies auf die Determinante J der Functionen 
.'/) • .'/.,.•••>//„ und ihrer w 1 ersten Ableitungen an. so ergibt sich mit Benutzung 
von (vi.) die bekannte Gleichung 

Wendet man es ferner an auf die Gleichungen (l>.) /, so ergibt sich**) 
(2.) u . . — » , r ii , ■ 

{S I ,1 — 1 I ' » - ,1 Ii - 1 i 

Mit Benutzung dieser Gleichungen erhält man bei Differentiation von (/.) das 
System von Gleichungen***) 

•) ?. lt. H»lUcr, Dt'tiTdiinanlen g 3. 15. 

**) Vjfl meine Notiz (.'rHlrs Journal IM. 12 ! (1!M»1) S. 55 (ilcic liun^cn 2. 
"•i V ff l I. Kurl,«. St.. S 227 Ok'i. hnn^n A' uiul A''. 
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' 11 

Hei der Herlcitung dieser (ileichungen habet) wir nur davon (iebrauch gemacht, dass die 
(irössen y^ >t von i unabhängig sind. Die ( ileichungen {.'f.) werden daher auch durch die 
Ausdrücke 



wo « ; ( ganz beliebige von ■>• unabhängige (.irössen sind, befriedigt. 

Die (irössen (/.') geben also zugleich die allgemeine Lösung von (.'/.). 
Diese «irössen K n . hahen nun für die 1 »ilferentialgleiehung (.1.) folgende Be- 
deutung: 

Ks sei jjj , r h) , ■ ■ ■ . $ ( irgend ein anderes System von Integralen der ( ileichung (. U, 
dann liisst sich dieses, wie die Theorie der linearen Differentialgleichungen lehrt, durch 
das Fundamentalsystem i/ l . . ■ • • . t/ n in der Forin 

% ''; , h i2 .'/-2 b inK ( ' J ' " " H) 

darstellen, wo die h ;k von .r unabhängig sind. 

Bestimmen wir nun */ Functionen /' 0Q , l . ■ • , /' 0w _ t dass die (ileichimgon 

erfüllt sind, so ergibt sich, wenn man die (ileichungen (5.) (n — 1) mal nach ./• differentiiert und 
wieder Ableitungen höherer als (m -l) 1 «" - Ordnung mittels .'/.* " - — >J- • • • — .'/■ 

eliminiert. 

Löst man die (ileichungen (6".) für /- 1 , 2, • , /* nach F (r I\ tl , • ■ ^\ n _.i !l ' s 
Unbekannten auf. so ergiebt sich 

" " 
(?.) /' . X 1 rj n) ii . . ^ b. y, 



In) 

ktt •''>. ",}," 

i-l Ä« 1 



Die (irössen F . } genügen also, da die b^ t von .r unabhängig waren, ebenfalls 
den (ileichungen (-7.). 



12 



",,,.'/, ''in Lösunirssystcm von (./.» ist. 



* 

i 

setz»? nitui 15. — «. j »/, ",.,.'/., ' '•• ";„.'/„• Man erhalt dann 

.1 

d. h. aber 

* w ,.*r n • 

Di« notwendige und hinreichende liodinirunir dafür, dass zwischen zwei 
Lösunffssystemen r /{ . jj.,. • • . ^ und // ( . //„ . - - ■ , // ( Relationen der Form 

wo A' |M( . • • . /'■>'„„_, eindeuti-re Functionen von ,r sind, ist die. dass das 
System von I>ifforential<rleichun<ren i.V.) ein eindeutig. s Lösunirssy stein hesitzt. 



IV. 

Man sayt bekanntlich von einer algebraischen ( ileichun«? h 1 "" (irades 

" " 1 ^ 
jr r-«j«* I i- < ^, = ,, • 

wo /f ( , • - . (i t rationale Zahlen sind, sie sei reducibel. wenn sie mit einer algebraischen 
( Weichling niedrigeren (irades 

/' - h { .1'" 1- b m 0, </» >/> . 

wo ftj . • • . l> m rationale Zahlen sind. Losuniren gemeinsam hat. 

Ebenso sagt man von einer linearen IMII'erontialgleichimg //'" Ordnung mit ein- 
deutigen Cocfficienten (vgl. die Abhandl. des Herrn Frohen ins, Crelles Journal Bd. 7b 
< ls7."t) S. liMfl'.». sie sei reducibel. wenn sie mit einer linearen I »iH'erentialy'leicliuny niedri- 
gerer Ordnung, deren ( oolh'cienten gleichfalls eindeutig sind, Integrale gemeinsam hat 

In seiner eben angegebenen Abhandlung hat lh«rr Frobetiius gezeigt, dass eine 
lineare Differentialgleichung (J.) mit eindeutigen ( oefficienten notwendig reducibel sein 
muss, wenn zwischen zwei Integralen 15 und // eine Relation besteht 

wo vi j . • ■. .I ( j eindeutige Functionen von .<• sind*». 

') Der «njr«'tfi'tii'n«> Satz, rix ln'int il..rt al> Vi'i.illiriiiiciinHiinK tlf* Mm Herrn Hra*sino (Anhang 
von Stuim. <'utir-< il'analvn.' t. II N">tc III) !»• wii^cm-n Suizr«., <la-> iI.-im Hekeln ii »Irr ( ilrirliuutf ij .-_-.i m (|h> 
It.-. I iiiii -ilitiit zur Fol in* hat. V«l. auch L Knills. Sitzunirsl.io 1. hie IfnH S. 1277. und den Hewei-., den 
II. Hainlmte;er li'i.ll.'^ .louiual H.l. Uli für ohi^es 'nie,,! .111 uejrel.en hat. 
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Wenden wir diesen Satz auf die Ergebnisse von /// an. so folgt, duss die 
Differentialgleichung (.1.) reducibel sein niuss, wenn die Uleiehuniren (•'/.) /// 
ein eindeutiges Lösungssyst cm besitzen. 

Zu diesem Satze muss jedoch die folgende Bemerkung gemacht werden. Wenn 
zwischen zwei Integralen r t und // die ( Ueiehung besteht ij /•//. so folgt daraus natürlich 
nicht, dass die (Weichling (.1.) reducibel ist: vielmehr können solche Paare von Integralen 
stets in beliebiger Anzahl angegeben w erden. Aus r t c y folgt 

Ott <«) 

(7) r t ry . 

In der That besitzt das System ( V) /// stets die Lösung 

I E . 0, wenn « { ß 

(*) 



I « 



— c , 



wo f von .i unabhängig ist. Dieses System lässt sich in der folgenden Form darstellen 
(vgl. (//.) /) 



E 



<\>/ k , » n wenn « | ,i , 



• '* ««• 



V. 

Wir gehen jetzt dazu über, den folgenden Satz abzuleiten: 

Wenn die Differentialsrieichung (J.) für ein Fundamentalsystem 
.'/, . //.,. ■•.// ''iue von dem Parameter t unabhängige Substitutionsgruppc 

'ir-.tZ-, m> l'-:iUL"M: ,/ //., . . ,V F II Ii ,• 1 I ■ • II-II \ »II I ;l Ii fgc f.| s- t . eb-lll'alU 

einer linearen Differentialgleichung 

wo 7, < '/.,• • " " ' V„ «'iudetitige Functionen von / und .»• sind. Für die Differential- 
gleichung (/i.) spielt dann r die Holle des Parameters. 

Zu diesem Zwecke beweisen wir zunächst, dass die Grössen wenn sie ein- 

deutige Functionen von sind, auch eindeutige Functionen des Parameters / sein müssen*). 

Ks werde also vorausgesetzt, dass die Grössen I) («, ; ? (), n 1) ein- 

« ,i 

deutige Functionen von .»• sind. 

•» Vt'l hi.T/u <li<> Ahhatulliinif im-> Vat-r* |S!.. 1K'.»2 S 1H4), wo .ü.-mt Satz ohn.- B.wiis 

an^fL r i , t«'ii ist. 
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Lassen wir den Parameter t irgend einen Umlauf in seiner Ebene besehreiben, 
so mögen die Grössen , dabei in J ^ übergehen. Die Grössen . müssen dann, da 

ja P 2 ' • • ' /'„ 1111(1 also u,K ' n , n - jj| i ■ ' - nic,lt m "' eindeutige Functionen 

von r, sondern auch von t sind, ebenfalls den Gleichungen <-'A) // genügen. 

Ferner ist klar, dass auch H eindeutige Functionen von sein müssen, wenn 
dassell>e von I) . gilt. Wenn die J . von den Ii . verschieden sind, so haben wir also 
zwei in eindeutige Lösungssvsteine der Gleichungen (3.) II. 

Sehreiben wir uns nun das System {■'!.) II sowohl in I) i als auch in J . hin 
und subtrahieren immer zwei entsprechende Gleichungen von einander, so erkennt man, 

dass sich das inhomogene Glied J '* , durch welches sich (.?.) // von t 'A) III unter- 
scheidet, weghebt Folglich genügt die Differenz J a j — H «lein System (•'/.) ///. Nun 
war aber das einzige eindeutige Lösungssystem dieser Gleichungen, welches existieren kann, 
ohne dass die Differentialgleichung (J.) reducibel wird, K ^ 0. wenn « | ,i, K - c. 
Soll also (J.) irreducibel sein, so muss 

J fl ß^ wpnn " 1 < ? 

j /> i c 

sein, wo eine von ,r unabhängige Grösse bedeutet. 

Wir zeigen nun. dass man es stets so einrichten kann, dass diese Constantc 
r 0 ist. Wir wollen der Einfachheit wegen annehmen, dass der Coefficient p } der 
Gleichung ( A.) 0 ist. Formt man die Differentialgleichung (.1.) mittels der Transformation 

-'i/v'- ....... 

y^eu " } in eine Differentialgleichung lür » um. so fehlt, wie eine leichte Rech- 
nung zeigt, in dieser Differentialgleichung der Coefficicnt der (w — Ableitung und die 
übrigen Coefficienten sind gleichfalls eindeutige Functionen von /•. 

Wenn 

<),/ ( " } 

so ergibt sich für r t . c(0.'/ ( , wo f irgend eine von ,r unabhängige Function von f 
bedeutet*!. 

in) («) 

^o^, ! •• t^; ! M„ 

(« ; 1I „, I) 

•i Vtfl. L. Fuchs, Sl.. 1S8H S. ish:» (iloirlHinKen Iii). 



Digitized by Googl 



15 



(a) 



Ol ; 1> 



1 ' ; 



: /> | YD 

na ■ 1 ' i a 

d. Ii. aber: die r t) «renüircu einem eben solchen System wie die //., man hat nur an Slolk« 
von l) n t zu setzen «O^ ^ . Wenn also die zu y { , */., , • • ■ , // t yvliöriirc Sub- 

stitutiunstrnippc vom Parameter t unahliänjiiy war, so wird man dasselbe auch von der 
zu f // r c v.,, • . y/^ irehnriiren sa«rcu können, wo c eine beliebig, von .r unabhandtfe 
Function von t bedeutet. 

Nun fulirt aus iJ.) ///, wenn <J ist 



<«-l> (n II 

•"l 



Ov 1) 



wo von r unabhängig ist; sollte diese Grösse von t abhängig sein, so wähle man an 
Stelle von .»/.,//.,, y das Fundamentalsystem -J--y., „ 1 .'/„ . • , „ 1 V, 

17 Kr I T 

dann wird für dieses die Determinante J den Wert 1 erhalten, und für dieses Fundamental- 
system wird nach dem eben bewiesenen Satze die Substitutions<rru|>pc ebenfalls von dem 
Parameter t unabhängig sein. 

Wir können also von vornherein annehmen, da** die Determinante J den 
Wert 1 hat. 

Nun erhalt man bei reihenweiser Differentiation nach / 

■ft '{».o ",. ' H». i.-i) J i 

also ersieht sich nach einem Umlauf von t 

" J ( I) \- . . . 4- D 

,)t ' 00 n 1 »i -1 

da ja I) in I) »• üborjreht. J aber uugeändert bleibt. 



n «■ | J , 



Hieraus folgt aber 



n f 0 und somit c 0. 



Wir gelangen also zu dem Resultat: 

Wenn die (irössen I) . eindeutige Functionen von .*■ sind, so kann 
man es stets so einrichten, dass sie auch eindeutige Functionen von t werden. 



Digitized by Google 



Iii 



VI. 

Ks sei wieder t/ { . //., , ■ . //_ dasjenige Fundamentalsyslem . für welches die 
Suhsti1utionsgrii|i]ic von dem Parameter / unabhängig ist, und für welches die zu- 
gehörigen /) f ^ eindeutige Functionen sowohl von r als aueli von / sinrl. Wenn der 
Parameter t einen geschlossenen linlauf beschreibt, so mögen dabei //, . »/„, : -, >/ 
bezw. in r t r t , jj übergehen. Da die ( 'oefh'eienten von (.1.) eindeutige Functionen 

von und t waren, müssen auch r r t) , - • - , ^ Losungen viin (J.) sein, die sich also 
linear und homogen durch u x . //.,, • • . // ( darstellen lassen müssen: 



(/.) 



" , .'/, " .> //., +- ■ • ■ \ " .'/ 



'il ,rl -'1 

Die Grossen u sind dabei von ./• unabhängig: wir wollen jetzt zeigen, dass sie 
auch von t unabhängig sind. 
Aus der Gleichung 

folgt nach einem rmlauf von / 

nun il 

V V V X 1 <»•-»> 

1 = 1 / I ,1 

also wegen (^.) 

O "" i. 

Daraus folgt aber, weil //,,//.,, >/ (| ein Fundamentalsystem ist, für welches eine 

lineare homogene Gleichung mit eonstanten ( oefficienten nicht bestehen kann, 

Die Grössen n jk sind also für jeden I ndauf von t nicht nur von r sondern auch von l 
unabhängig. 

W ir bilden nun die folgende lineare Differentialgleichung mit der unabhängigen 
Variablen t : 
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•*1 • 


■ K 


".'/ 


".'/, 






ot 





0 ,) 



At" 



n 

at* 



n . 



Miese MifTerentialgleichiiny: wird offenbar erfüllt für 

v y r v y r y y„ 

Schreiben wir sie in der Form 



ii 



>. I 

" y 



i h r B y 

dt " i< 

indem wir. die Mctprminantp in (•/.) nach don in der Pisten Colonne stehenden Elementen 
entwickeln, so ist 



(.5.) 



r —- 





y. 


y« • • 


• y„ 


•r, 


"//., 


"y« 


"y„ 






at 




• y, 


• 

" y a 


" y» 


» • 

« i 

<> v 


a-l 


a-l 


— — « • 
a- I 


/I 1 


«■1-1 

* y 1 


* + I 

<< 


«4-1 






*{** 




• 


n 


n 

" y 2 


■ • • 

H 

ö y 8 


* 

n 




N 

dt 




ot n 



. (« ü, n). 



Wir wollen nun zeigen, dass die Grössen 

r. 



i 



'/ 



2 



0 '0 0 

oindeutiare Functionen von r und t sind. 

Nach einem Umlauf von oder von t möge »/. übergehen in <\ j ?/ 1 • <' ( 2 »/ 2 
' • • ■ | r. y , wo die r. . von r und / unabhängig sind. Dann geht r bei diesem 
Umlauf über in 
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'„1 *I + c n 2 * 



»I »I 



'"»i t>i '«2 



Vn 



» ii i) t 



1 </ 1 



I 1 ,t l 
ot 



.1 1 

« -1 1 w ..-1 



«4-1 a 1 «1-1 

i+e 2 -I i- e 

II «I 12 «i-l t 'in n 1 



n I 1 

" .'/, " //., 

'•«1 *-| ''„■> u l ; '',.» «-1 

a-f-1 a |-1 1 

" .'/, " >'., " ." 

1 « i I 2 « I 'i I 



11 



I 2 



•*1 



/A, 



'•„. „~ '-„2 -y H 

dt dt 



dt dt Dt 

Nach dem Multiplicationssatz der Determinanten, welcher sich in der Form 
«11 *u ",2 6 12 ■= • ■ 1 "in 6 I„ «„1 *1I V> *.S ' ' ' + 

".1 ''21 "12 Vi "l„ ''2., • • ",,1 *21 : "„2 Ä 2 2 ' ' >",,,< hu 



n ii n 
Ot 



"t . '* i 
11 ii 1 



"12 A »2 ; 



1 ii ii ii 



"l 1 "l 2 
"2 1 "2 2 



2»i 



11 1 i> 2 11 n 



" 1 1 i " •> k 
11 1 »• 1 ii 2 11 2 

b 



ausspricht, zerfallt die Determinante für r in 



. + a b 
»1 n 11 11 



\ . ''1 2 



1 11 



\m ''22 • h m 



b b ■ ■ ■ b 
nl #i2 



r — 



''2 1 '2 2 



11 1 11 2 



1 „ 



2» 



Mithin erhält man für 7 

' IM »■ 



\ _\*ik\ T * ''n 
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Das heisst aber: 7 1 bleibt bei allen l'mläufen von .?• und t ungeändert, ist also eine ein- 
deutige Function von und t. Die <i rossen //j , .y 0 , • • ■, ;/ n geniigen also als Functionen 
von t der linearen homogenen Differentialgleichung 

(Ä) + l^jr, 

r<f dl 

womit der zu Heginn von F ausgesprochene. Satz bewiesen ist. 

Für das am Schlüsse von f angeführte Heispiel besteht, wie schon in // an- 
gegeben, die Sahst itutionsgruppc aus lauter ganzen Zahlen, ist also vom- Parameter /.*, 

unabhängig. Auf die Differentialgleichung 

<4i , .,. •>"} „ 5 ... / lö (4) 
S-\'/ ^ v'' .'/ 4 </' U i 128 //-0, 

wo 

v* ■■-(■«• — *,) (•'• - K) (■'• — * 4 ), 

wird daher der eben bewiesene Satz anwendbar sein, da diese Differentialgleichung 
irreducibel ist. In der That befriedigen die der (iloichuug {<i\ genügenden Ausdrücke 

k 

I 

' d : 



wo 

if (;) - .!•) (r Äj ) (C - /.-.,! (r A.,). (; - A- 4 ) , 

aufgefasst als Functionen von A-j, wie aus der Symmetrie ersichtlich ist. der Differential- 
gleichung 

f d V , * tf l>~, 'OiM*,) 5 " <>»/ 

15 // (/.• ) 
128 a *, 

/ (^) = (A-, - .!■) a- A - A 2 ) (Aj A- ;1 ) (A-j - A 4 ) . 



VII. 

Der im Anfang von V ausgesprochene und in I" und 17 bewiesene Satz lässt. 
eine l'mkehrung zu. In seiner Abhandlung: _f"ber die Abhängigkeit der Lösungen einer 
linearen Differentialgleichung von den in den Coefhcienten auftretenden Parametern" 
(Sitzungsberichte der Herliner Akademie 1H95, S. 105) hat mein Vater untersucht, was aus 
dem gleichzeitigen Hestehen zweier linearer Differentialgleichungen 
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ihr' 



»7 '*/ " 2 '» : H • 

deren (oefficienten rational von ■>■ und ,y abhängen, geschlossen werden kann. In fliesen 
Untersuchungen ist die Umkehrung des in V ausgesprochenen Satzes enthalten. Ks sei 
mir aher gestattet in dem Kalle, dass die zweite Differentialgleichung auch von zweiter 
Ordnung ist und die Coefh'cicntcn eindeutige Kunctionen der beiden Variablen sind, die 
Untersuchung auf andere Weise mittels derselben Methoden, die wir im Vorhergehenden 
angewandt haben, noch einmal durchzufuhren. 

Wir setzen also, bei unserer bisherigen Bezeichnungsweise bleibend, voraus, dass 
die KlemenU) // ( , //„ eines Kundamentalsystems der I MHerentialglcichung 



* y 

o 

0 .l" 



P .'/ ■ 



wo j> eine eindeutige Kunction der beiden Variablen .»■ und t ist, als Kunctionen von / 
anf'gef'asst der Differentialgleichung 

i) t 

genügen, wo y , 7,, gleichfalls eindeutige Kunctionen von r und t sind. 

Ks soll zunächst gezeigt werden, dass // ( , //„ auch für {Ii.) ein Kundaniental- 
system sein muss. Wäre >/ { , i/ 2 kein Kundamentalsystem für (//.). so müsste die 
Determinante 

dt öt 



identisch verschwinden. Bilden wir nun 



(1.) 



so folgt, wenn wieder J // 



"</ 2 

1 rt.r " 



//., . gesetzt wird, 



mithin, da J | II, 



-Hl}** J °» 
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Nun lauten dir» Gleichungen (').) II in diesem Falle 
i IK 



(-/.» 



0(1 

d IL 



o 1 



<> I) 



I (I 



d .i 
ö I) 



00 ,)f 



1 I 

d .#■ 



(I I 



Multipliziert man die /weite dieser ( lleichuniren mit /< und addiert sie dann zur 
dritten, so ergibt sich mit Benutzung der ersten 



(■>.) 



" "<•« . o/"oi . o,, ö,, 
i d .r ÖS Ol ,W • 



Aus der ersten, zweiten und vierten folgt leicht 



Wäre also /> 01 --0, so hätte man zufolge von ((!.) 



<> IK 



oo 



i) ./■ 



0 und somit aus (/>.) 



0. Das würde alier hoissen, dass der Parameter t in (A.) gnrnicht vorkommt, 
was natürlich nicht vorausgesetzt ist. Ks müssen also y y //., auch für (Ii.) ein 
Fundamentalsystem sein. 



(7.) 



Aus ( /.) folgt leicht 

a 



^ -''Wo. "o,"o,)-V 



Setzt man (.7.) und (?.) in (Ii.) ein. so ergibt sich für // ( , //., eine Gleichung erster 
Ordnung 

' öl <»' 



") V^fl. zu !■/, ) und i/<". i L. Fuc hs. Sitzuii)fsl>or. 1S02 S. 1P>:1, Oli'icliun^i n (.V«i). 
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wo 



0 //, . 

Da aber dir I Merminante J //, .V.] -.'/•,.'/,' n'»*" 1 gleich Null ist, so folgt ans der Theorie 
der linearen (ilciehungen / 0. ;t 0. d.h. 

<*> ""r />,, n Ql //, ?1 /i 01 o, 

<">•> 'L "o, "in V, /> ü0 7, 0. 

Ans (</.) folgt 

(4 w ii+ a/, oo '"• 

wo <• von c unabhängig ist. Also folgt aus {!/.) 

Differentiiert man naeh und berücksichtigt (f/.') und (•>.), so folgt 

2 

I »illerentiiert man (U.) zweimal nach .»• und benutzt ((!.). so ergibt sieh 
in Verbindung mit ( M.'j 

(//) /> oi k 2^;) : eq \ . a f ;=o. 

Bezeichnet man wieder das. was aus I) . bei einem l 'tnlniif von * wird, mit I) . und 
setzt /^ — /J^. /<; ^, so folirt für # 0 , aus (7/.), da ja die < oeffieienten dieser 

(Meichung eindeutig in sind. 

Ans (.7.) und (fJ.) dagegen ergibt sich 

(13.) - 4/,a;, -2p js oi =0. 

Nun ist für unsere Differentialgleichung zweiter Ordnung entsprechend // 

< Ä > K <n mpV'.i 'i-7, ;, M y," M ?o,// 2 " 12 . 
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und os ist (D.) 1 

-1 

"l 1 '— J ' 7 2 ' 
Oder, da liier ( \J.) V) J -= y von ./• unabhängig ist, 

<^> « 01 1 H*„y 8 2 , 

wo von ./• unabhängig ist In der Tlmt ist das allgemeine Integral von (Vi.) in (14.) 
enthalten, wenn man die Constanten >> ik willkürlich lässt. Diese Differentialgleichung (7.V.), 
der die Quadrate der Integrale von (A.) genügen, wird aber nur unter ganz besonderen 
Voraussetzungen über jj reducibel. Das Bestehen der ( Ileiehung (12.) hat also zur Folge, 
dass entweder die < 'oeffjcienten von (12.) verschwinden oder A' 0 , - <> ist. Das erstere ist 
unmöglich, denn 

,;=o und-/; n£-o 

hätten —() zur Kolge. Also bleibt nur die Möglichkeit /',' 0 ( 0. 
Daraus ergibt sich aber, da zufolge von (<i.) 

auch A' ()0 0, d. h. aber für beliebige Umläufe von .r 

W "oo- »Ol 7> o, • 

Wir kommen also zu dem Resultat: 7> 0Ü und /> 0 1 sind eindeutige Func- 
tionen von .r. die Substitutionsgruppe von (.1.), die zu ;/ r y. } gehört, ist also 
von doni l'arutneter f unabhängig. 
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